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Изучается характер изменения основных факторов производства в детерминированном хаосе на основе осред-

нения. Экономическое число определяет состояние экономики. При увеличении экономического числа появляется 

некоторое критическое значение, начиная с которого развитие может стать неустойчивым, т. е. начинают наблю-

даться кризисные явления. В окрестности критического значения экономического числа изучается поведение изме-

нений основных факторов производства. Для оценки колебания критического значения используется представление 

функции в виде ряда Тейлора до пятого порядка точности. Получен интервал метастабильности экономики в зави-

симости от изменения экономического числа. Показано, что динамическое развитие экономики имеет только одну 

степень свободы, тогда как стационарное развитие полностью определено внешними условиями и не обладает сте-

пенями свободы. 

Ключевые слова: основные факторы производства, экономическое число, «странный аттрактор», метастабиль-

ность экономики, стационарное развитие экономики 

DOI: 10.32324/2412-8945-2020-4-44-49 

 

 
*
В экономических системах априори проис-

ходит частичная потеря человеческих усилий, 

материальных ресурсов, основных средств, ко-

нечного продукта, информации, что крайне 

усложняет и делает слабо предсказуемой дина-

мику развития экономической системы. Конеч-

ный продукт производства отражает только часть 

человеческих усилий, остальные усилия безвоз-

вратно теряются. Естественны потери некоторой 

части материальных ресурсов при переработке 

любых компонентов производства в виде отходов. 

При передаче и обработке так же теряется или 

искажается часть информации. Существование 

таких неустранимых потерь (в математических 

терминах — рассеяния) указывает на принципи-

альную необратимость, нелинейность и неравно-

весность экономических процессов и явлений. 

Эти потери являются диссипативными издержка-

ми и указывают на диссипативность экономиче-

ских систем.  

Аттракторы (притягивающие множества) яв-

ляются математическими образами режима 

функционирования диссипативной динамической 

системы
1
, т. е. предельной траекторией, изобра-

жающей точки в фазовом пространстве, к кото-

рой стремятся все исходные режимы. 
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1 Диссипативной (неравновесной открытой) называется 

система, устойчивое состояние которой возникает в неравно-

весной среде при условии рассеяния (диссипации) энергии, 

поступающей из внешней среды.  

Кроме того, близкие к аттрактору траектории 

из его области притяжения стремятся к нему.  

Поэтому естественно считать траектории, при-

надлежащие аттрактору, устойчивыми. Следует 

отметить, что траектория этого аттрактора явля-

ется непериодической (она не замыкается), кроме 

того, режим функционирования неустойчив, 

т. е. небольшие отклонения от заданного режима 

нарастают. 

Такие аттракторы Ф. Такенс назвал «стран-

ными» [6, c. 372]. Свойства траекторий притяги-

ваться к обычному аттрактору, представленному 

в виде цикла или точки, могут предсказывать по-

ведение экономических систем с некоторой точ-

ностью. «Странные» аттракторы также позволяют 

определить общий вид поведения экономической 

системы. 

«Странный» аттрактор легко объясняет по-

явление «периодичностей» экономического раз-

вития разной длительности, нестрогую циклич-

ность, существование продолжительных и корот-

ких фаз в развитии, некоторую «размытость» 

в фазах циклов. 

Рассмотрим экономическую среду, в которой 

экономические явления будут описываться функ-

циями, непрерывно распределенными в про-

странстве с четырьмя степенями свободы: време-

нем (t), трудовыми ресурсами (L), физическим 

капиталом (K), природными ресурсами (Н). 

В дальнейшем будем полагать, если это специ-

ально не оговорено, что изучаемые явления рас-

сматриваются в точке ( , , )r L K Н  (далее чер-
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точка вверху обозначения будет означать вектор) 

в момент времени t. Величина 
 

( , ) ( , , )K L H

dr
v r t v v v

dt
   

 

называется фазовой скоростью или скоростью 

развития основных факторов производства. Пред-

положим, что коэффициент ведения бизнеса η и 

тензор сопротивления σ pl  не зависят от времени: 

 

σ η θ ,
pl

pl p l

vv
v v

p l

 
   

  
 

 

где pl — один из факторов производства , , ;L K Н  

η — динамический коэффициент ведения бизнеса, 

отражающий связь развития основных факторов произ-

водства с инвестициями. Коэффициент не имеет размер-

ности. Вспомогательный коэффициент θ имеет размер-

ность (единица времени в квадрате) / (денежная единица 

в квадрате) [3, c. 44—45]. 

 

Пусть объем инвестиций в каждый из факто-

ров производства определяется величиной 

( , , ).K L HI I I I  Предположим, что освоение ин-

вестиций происходит мгновенно и ,
dI

j
dt

  тогда 

изменение факторов производства во времени 

будет описываться системой уравнений [3, c. 45]: 
 

2
μ μ ,

p p

p p

dv v v
v v grad DIV j

dt t pv

      
              

(1) 

 

где                  p — один из основных факторов  

производства ( , , ),L K Н   , , ;L K Hv v v v       

2 2 2

2 2 2

p p p

p

v v v
v

L K Н

  
   

  
— оператор Лапласа;  

μ  — коэффициент экономического 

состояния среды, 
2

( ( , )) ( ( , )) .
v F

DIV F r t div F r t
tv


  


 

 

В заданных стационарных условиях суще-

ствует стационарное решение задачи (1) [4, 

c. 102—104]. Это решение формально существует 

при любых экономических числах [2, c. 406—

414]. Но не всякие скорости обновления основ-

ных факторов производства, полученные при ре-

шении уравнения (1), могут существовать в опи-

сании экономического развития общества. Такие 

решения должны обладать устойчивостью к ма-

лым возмущениям, т. е. возникающие флуктуа-

ции должны постепенно затухать. Соответствен-

но, развитие экономики будет неустойчивым, 

если любые малые флуктуации разрастаются. 

Но такой экономики в принципе существовать 

не может, она просто разрушится со временем. 

Предположим, что имеется стационарное 

решение системы (1) 0 ( ),v r  на которое наклады-

вается малое возмущение 1( , ),v r t  вызванное не-

которым экономическим или политическим фак-

тором, приведшим к изменению объема инвести-

рования: новой государственной программой, 

запретительными действиями государства, заба-

стовками рабочих предприятий, ограничитель-

ными действиями стран партнеров и т. п. Сумма 

возмущения и начального решения дает нестаци-

онарное решение системы уравнений (1): 
 

0 1.v v v   

 

В силу малости возмущения 1( , )v r t  можно 

предположить 0 .v v  Как отмечалось, в наших 

предположениях любое возмущение в скорости 

обновления основных факторов производства 

связано с изменением уровня объема инвестиций 
 

0 1.I I I   

 

Предположим, что инвестиции были разовые 

и не зависели от времени и объемов факторов 

производства, т. е. 
 

1( ) 0,DIV I   

1 0.j   

 

На основании утверждения из работы [1, 

c. 74—75] имеем 
 

   0 0 .DIV v DIV I  

 

В силу стационарности 0 ( )v r  последнее ра-

венство верно для статической дивергенции: 
 

   0 0 .div I div v  

 

Известные функции начальной скорости 0 ( )v r  

и первоначальных инвестиций 0 ( )j r  в условиях 

стационарности являются следствием (1) и удо-

влетворяют следующим уравнениям: 

 

0 0 0 0

0 0 0 0 0μ μ ,
p p p

L K H p p

v v v v
v v v j div v

L K H p

    
      

    
 

0 0 0( ) ( ) ( ).div v div I DIV I   

 

Подставляя значения 0 1v v v   и 0j j  

в систему уравнений (1) с учетом последних двух 

равенств и условия малости возмущения 0 ( ),v r  

т. е. 0 ,v v  получим 

 

   1 1

0 1 1 0 μ
p

p p

v v
v gradv v gradv DIV

t p

  
      

  
 

1

1 02

0

μ
μ 0,

p

p

v
v v grad

tv

 
     

 
          (2) 

1( ) 0.DIV v         (3) 
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В этих равенствах были отброшены слагае-

мые второго порядка малости от возмущения 

1( , ),v r t  т. е.  1 1pv gradv  и 
1

12

0

μ
.

pv
v grad

tv

 
 

 
  

Таким образом, мы работаем в рамках ли-

нейной теории устойчивости, рассматривающей 

эволюции малых возмущений. 

Линейная теория дает справедливые резуль-

таты только недалеко от порога возникновения 

неустойчивости. Минуя порог, возмущения воз-

растают, и линейные уравнения становятся не-

корректными. Но для определения порога 

и наиболее опасных возмущений такое прибли-

жение корректно. Граничными условиями явля-

ются нулевая нормальная составляющая скорости 

на границах коридора развития экономики 

и начальные и граничные данные в известный 

момент времени. 

Уравнения (2) и (3) представляют собой од-

нородную систему линейных дифференциальных 

уравнений, коэффициенты которой являются функ-

циями от основных факторов производства, но не 

от времени. Следуя общему для теории устойчи-

вости способу, сумма частных решений уравнения 

дает общее. В уравнениях возмущение 1( , )v r t  

обладает экспоненциальной зависимостью от вре-

мени i tе   [5, c. 243—247]. Поиск частот возму-

щений ω сводится к решениям уравнений (2) и (3) 

с соответствующими граничными условиями. 

В общем случае получаемые частоты комплексные. 

В случае положительного коэффициента при 

мнимой части частот множитель 
i tе 

 будет 

иметь неограниченный рост во времени, т. е. не-

устойчивое развитие экономики. Поэтому для 

устойчивости необходимо, чтобы коэффициент 

при мнимой части частот был отрицателен. 

В этом случае возникающие флуктуации облада-

ют свойством экспоненциального затухания со 

временем. Ясно, что при малых экономических 

числах 
0 1Е   развитие экономики описывается 

«идеальным» уравнением: 
 

  ,
v

v v j
t


  


 

 

а значит, направленно развивается. При увеличе-

нии экономического числа 0Е  появляется неко-

торое критическое значение ,крЕ  начиная с кото-

рого развитие может стать неустойчивым, 

т. е. начинают наблюдаться кризисные явления. 

Само значение 0Е  зависит от интенсивности 

и масштабов возмущений, привносимых в разви-

тие экономики (например, усиление сопротивле-

ния экономической среды или излишние эконо-

мические свободы). Критическое значение эко-

номического числа не является универсальным, 

и для каждой национальной экономики в опреде-

ленный момент развития существует своя вели-

чина .крЕ  Из вида экономического числа следует, 

что чем большей предельной производительно-

стью экономики χ обладает национальная эконо-

мика и чем меньше сопротивление экономиче-

ской среды, тем меньше критическое значение 

крЕ  для экономики. Это понятно, так как в преде-

ле приближаемся к «идеальной» экономике, для 

которой 0.крЕ   Следовательно, получаем, что 

при стабильном развитии экономики происходит 

уменьшение экономического числа (что неизбеж-

но во времени) и критическая граница также по-

степенно придвигается. 

Многочисленные наблюдения показывают, 

что в экономике длительное время могут суще-

ствовать только направленные режимы развития. 

Экономики, обладающие возмущениям, не зату-

хающими во времени, являются неустойчивыми 

и разрушаются, превращаясь в иные, направлен-

ные формы развития, как это произошло с эконо-

микой Советского Союза.  

Таким образом, крЕ  является своеобразной 

границей для развития экономики: при 0 крЕ Е  

развитие экономики направленное, при 0 крЕ Е  

экономика теряет устойчивость. При значениях 

0 крЕ Е  и близких к крЕ  могут возникнуть пе-

реходные процессы в виде коротких кризисных 

моментов, не связанных с обшей картиной цик-

лического развития экономики.  

При переходе через критическое значение 

близкие траектории развития экономики могут 

быстро разойтись. Поэтому описание развития 

экономики ранее предложенными методами ста-

новится неэффективным. 

В физике широко используется в этих слу-

чаях теория случайных полей, в которой все ве-

личины в турбулентном потоке записываются 

в виде суммы осреднений   и отклонений от них 

 -пульсаций. 

При изучении поведения экономических ве-

личин в детерминированном хаосе нам требуется 

временное осреднение. В качестве фильтра возь-

мем функцию 
 

1
, ς ,

2
(ς)

0, ς .
2

T

T

T





 
 


 

 

Здесь ,
2 2

T T 
 
 

 — временной интервал 

осреднения. Тогда среднее значение некоторой 

функции ( )t  вычисляется по формуле 
 

2

2

1
( ) ( ) .

T
t

T
t

t d
T

   





   

 

Обратимся к изучению такого нестационар-

ного развития экономики, которое возникает 



С. Б. Кузнецов. Метастабильность экономики 

 47 

в результате неустойчивости стационарного раз-

вития при больших экономических числах 
0.Е  

При значениях 0 крЕ Е  у комплексных частот 

 

1 1ω ξ γ ,i   

 

описывающих все возможные малые возмущения, 

мнимая часть отрицательна 1(γ 0),  так как раз-

витие экономики направленное и скорость разви-

тия ограниченная. При значениях 0 крЕ Е  появ-

ляется частота, у которой 1γ 0.  При значениях 

0 крЕ Е  имеется частота 1γ 0,  причем для 
0 ,Е  

близких к критическому значению ,крЕ  частота 

1 1γ ξ .  Спектр частот возмущений с 1γ 0  име-

ет дискретный вид, так как возмущения, которые 

отвечают частотам непрерывного спектра, не мо-

гут исчезать на бесконечности. Между тем на бес-

конечности скорости развития факторов экономи-

ки должны или стабилизироваться, или разрушать-

ся. Скорость 1( , ),v r t  соответствующая частоте 

стабилизации, имеет следующий вид: 
 

1( , ) ( ) ( ),v r t а t f r  

 

где вещественная часть комплексной амплитуды 
 

1 1γ ξ
( )

t i t
а t сe e


    (4) 

 

с некоторым коэффициентом ,с const  ( )f r  — 

некоторая комплексная функция от основных 

факторов производства. 

Формула (4), описывающая поведение ( ),а t  

работает в течение короткого промежутка време-

ни сразу же после появления нестабильности 

в экономике, потому что множитель 1γ t
e  быстро 

растет, а рассматриваемый прием используется 

только для малых значений 1( , )v r t  [6, c. 137—

139]. На самом деле модуль амплитуды любого 

нестационарного развития экономики не может 

расти неограниченно: изменяясь во времени, он 

устремляется к конечному числу. При значениях 

0 ,Е  близких к ,крЕ  такой предел достаточно мал, 

а далее начинает расти. 

Оценим величину амплитуды в окрестности 

.крЕ  В малом промежутке времени, когда верно 

представление (4), имеем 
 

1
2 2γ2 t

а с e  

или 
2

2

12γ .
d а

а
dt

  

 

Полученное выражение является представ-

лением функции в виде ряда Тейлора с точностью 

первого порядка. Для больших значений 
2

а  тре-

буется учитывать последующие члены ряда Тей-

лора, которые будут иметь третий порядок от а  

и выше. Точное определение производной не бу-

дет столь актуальным, важнее знание среднего 

значения по времени, причем необходимо произ-

водить усреднение по промежуткам времени, 

большим в сравнении с временным периодом 

1

2π

ξ
Т   циклического множителя 1ξ .

i t
e
  Следует 

заметить, что при 1 1γ ξ  рассматриваемый пе-

риод достаточно маленький, если сравнивать 

с временем 
1

1
,

γ
t   за который происходит реаль-

ное изменение 
2
.а  Заметим, что члены третьего 

порядка при осреднении дают величины четвер-

того порядка. Поэтому с точностью до четвертого 

порядка осредненная производная имеет вид: 
 

2

2 4

12γ α .
d а

а а
dt

    (5) 

 

Знак осреднения над величинами 
2

а  и 
4

а  

не пишется, так как временные промежутки 

осреднения малы по сравнению с 
1

1
.

γ
 Подобное 

уравнение возникает в гидродинамике при изуче-

нии вихревого движения жидкости. Величина α 

может быть положительной или отрицательной 

и носит название постоянной Ландау. 

Рассмотрим случай, когда значение 0 крЕ Е  

и появляется первое неустойчивое малое возму-

щение. Этот случай возникает при α 0.  По при-

чине, что осреднения над правой частью уравне-

ния (5) нет, решаем его, предполагая, что в левой 

части осреднения тоже не было. Тогда решением 

уравнения будет следующее выражение: 
 

1
2 2γ

0

1

α
.

2γ

t
а c e

 
   

 

Отсюда следует, что величина 
2

а  с ростом 

времени стремится к максимальному значению: 
 

2 1

max

2γ
.

α
а   

 

Параметр γ1 зависит от экономического чис-

ла 0 ,Е  разложим γ1 по степеням 0 крЕ Е  по 

формуле Тейлора. Как отмечалось ранее, при 

0 крЕ Е  имеет место равенство 

 

 1γ 0,крЕ   

 

поэтому до второго порядка точности имеем ра-

венство 
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 1 1 0γ ,крс Е Е   

 

где с1 — const. 

 

На основании последнего равенства для ам-

плитуды получим 
 

0max
.кра Е Е    (6) 

 

Рассмотрим уравнение (5), когда α 0.  

В этом случае для нахождения максимальной 

амплитуды недостаточно знания двух членов раз-

ложения ряда Тейлора, необходимо учитывать 

отрицательный член разложения более высокого 

порядка. Как и при получении равенства (5), член 

разложения пятого порядка при осреднении дает 

величину порядка 
6
.а  В результате получим 

 

2

2 4 6

12γ α β ,
d а

а а а
dt

    

 

где величина β 0.  

 

Максимальное значение амплитуды получим 

при равенстве производной нулю. Окончательно 

имеем 
 

2
2 1

2max

α α2γα

2β β 2β4β
а       

 2
1 0

2

2α
.

β4β

крс Е Е
   

 

Последнее равенство можно представить гра-

фически (рисунок). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Критические значения экономического числа 

 

При экономическом числе, превышающем 

критическое значение 0 ,крЕ Е  стационарное 

развитие не может существовать. При значении 

экономического числа 0 крЕ Е  флуктуации 

скачкообразно возрастают до максимальной ам-

плитуды, предполагаемой все же малой, что дела-

ет использование разложения Тейлора по степе-

ням 
2

а  возможным. При попадании экономиче-

ского числа в интервал 
 

2

0

1

α

8 β
кр кр крЕ Е Е Е

с
     

 

основное развитие экономики метастабильно. 

Другими словами, развитие устойчиво относи-

тельно бесконечно малых флуктуаций, но являет-

ся неустойчивым по отношению к возбуждениям 

конечной амплитуды. Понятно, что чем больше с1 

и β, тем меньше интервал метастабильности эко-

номики. 

Рассмотрим нестационарное развитие эконо-

мики, которое возникает при значении 0 крЕ Е  

в результате неустойчивости по отношению к мел-

ким флуктуациям. При значениях экономическо-

го числа 0 ,Е  близких к критическому значению 

,крЕ  это развитие представимо в виде суммы 

стационарного развития 0 ( )v r  и циклического 

изменения 1( , )v r t  с небольшой конечной ампли-

тудой, возрастающей при увеличении экономиче-

ского числа по правилу (6). Распределение скоро-

стей обновления факторов производства в таком 

развитии представимо в виде 
 

1 1(ξ β )

1( , ) ( ) ,
i t

v r t f r e
 

  

 

где ( )f r — некоторая комплексная функция от факто-

ров производства;  

β1 — начальная фаза. 

 

В случае больших значений разности 

0 крЕ Е  представление скорости в виде двух 

частей теряет смысл. Потому что функциони-

рование свелось к циклическому развитию с ча-

стотой ξ1. Рассмотрим случай, когда вместо t  

будем использовать как независимую перемен-

ную фазу: 
 

1 1 1φ ξ β ,t   

 

 

α

β
 

α

2β
 

2

max
a  

Е0 
Екр Е′кр 
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тогда отсюда следует, что функция ( , )v r t  явля-

ется периодической от φ с периодом 2π. Предста-

вим ее как ряд Фурье: 
 

1φ( , ) ( ) .
i р

р

р

v r t а r e


  

 

Функция ( , )v r t  состоит из членов основ-

ной частоты ξ1 и также из членов, кратных ей. 

Здесь суммируется по всем целым числам. 

С помощью уравнения (5) определяется 

только абсолютная величина временного множи-

теля ( )а t , но не находится его фаза φ1. Величина 

фазы неопределенна и будет зависеть от случайных 

начальных условий, поэтому начальная фаза β1 

теоретически может принимать любое значение. 

Получили, что циклическое развитие не 

определяется однозначно знанием заданных ста-

ционарных внешних условий, в которых развитие 

происходит. В изучаемом процессе начальная 

фаза скорости развития основных факторов про-

изводства остается произвольной. Следовательно, 

нестационарное развитие экономики имеет толь-

ко одну степень свободы, тогда как стационарное 

развитие полностью определено внешними усло-

виями и не обладает степенями свободы. 
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S. B. Kuznetsov 

METASTABILITY OF THE ECONOMY 

The nature of changes in the main production factors in deterministic chaos is studied on the basis of averaging. The 

economic number determines the state of the economy. With an increase in the economic number, a certain critical value 

appears, starting from which development can become unstable, i. e., crisis phenomena begin to be observed. In the vicinity 

of the critical value of the economic number, the behavior of changes in the main factors of production is studied. To esti-

mate the fluctuation of the critical value, the function is represented as the Taylor series up to the fifth order of accuracy. The 

interval of metastability of the economy depending on the change in the economic number is obtained. It is shown that the 

dynamic development of the economy has only one degree of freedom, while the stationary development is completely de-

termined by external conditions and does not have degrees of freedom. 

Keywords: main factors of production, economic number, “strange attractor”, metastability of the economy, stationary 

development of the economy. 


