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*Перед нашей страной стоит весьма амбициоз-

ная задача — к 2030 г. войти в число пяти наибо-

лее экономически развитых государств мира. Это 

еще раз свидетельствует об актуальности иссле-

дований в области математического анализа 

и прогнозирования динамики экономического 

развития на макроуровне. 

Математическое моделирование в экономике 

предполагает это упрощение реальной действи-

тельности. Поэтому из большого числа социаль-

но-экономических показателей, характеризую-

щих уровень развития экономики на макроуровне 

                                                           
© Кокоткина Т. Н., Садовин Н. С., 2022 

(государство, регион), для моделирования отби-

раются наиболее значимые, что приводит к необ-

ходимости рассмотрения экономико-

математических моделей, основанных на произ-

водственной функции (ПФ) вида 

 

Y = F (K, L, H, R, T), 

 

которые образуют самостоятельную группу од-

ноконтурных макроэкономических моделей [1]. 

Здесь объем производства (Y) зависит от величи-

ны физического капитала (K), численности насе-

ления (L), человеческого капитала — здоровья 
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и образования и т. д. (H), ресурсов — земли, сы-

рья и др. (R), уровня технического прогресса (T). 

Как правило, большинство этих величин 

трудно оценивается количественно, поэтому мо-

дели, основанные на таких производственных 

функциях, главным образом являются теоретиче-

скими и рассматривают влияние изменений ка-

ких-либо количественно изменяемых факторов 

(физического капитала, труда), связанных с ди-

намикой численности населения. 

Вне зависимости от того, в какой форме пред-

ставлена производственная функция, такие моде-

ли обладают рядом отличительных особенностей. 

Во-первых, описывая влияние факторов на объем 

производства, производственная функция пред-

полагает относительно свободное взаимозамеще-

ние этих факторов. Во-вторых, производственная 

функция предполагает, что увеличение какого-

либо из факторов автоматически сопровождается 

увеличением другого(-их) фактора(-ов). В-третьих, 

производственная функция является гомогенной, 

т. е. при одновременном увеличении всех факто-

ров результирующая (эндогенная) переменная 

увеличивается в строго определенной пропорции 

по отношению к увеличению факторов. Также 

такие модели используют гипотезу стабильного 

населения, в соответствии с которой темп роста 

численности населения равен темпу роста числен-

ности населения в трудоспособном возрасте [2]. 

В макроэкономике ПФ может использоваться 

для описания взаимосвязи между годовыми за-

тратами ресурсов и годовым конечным выпуском 

продукции в масштабах региона или страны, 

т. е. в роли производственной системы здесь вы-

ступает регион или страна в целом. Производ-

ственные функции строятся на основе статисти-

ческих данных и используются в основном для 

решения задач анализа, планирования и прогно-

зирования экономического роста [3]. 

В качестве ресурсов на макроуровне чаще все-

го рассматривают накопленный труд в форме 

производственных фондов (капитал K) и настоя-

щий (живой) труд (L), а в качестве функции — 

валовой выпуск (Y). Капитал и валовый выпуск 

измеряются количественно в стоимостных пока-

зателях (текущих и сопоставимых), а труд — 

в натуральных показателях, с использованием 

данных официальной статистики. Тогда макро-

экономика моделируется следующей нелинейной 

макроэкономической ПФ вида 

 

Y = AF (K, L), 

 
где Y —валовой внутренний (региональный) продукт 

(ВВП, ВРП); 

A — параметр, называемый остатком Солоу, кото-

рый характеризует научно-технический, или техноло-

гический, прогресс;  

K — капитал, стоимость основных фондов;  

L — трудовые ресурсы, а именно численность на-

селения, численность рабочей силы, численность заня-

тых в экономике. 

 

С учетом свойств производственной функции 

F (K, L) при моделировании используют, как пра-

вило, так называемые мультипликативные произ-

водственные функции вида 

 
teLKY  γαα

0
21α , 

 

параметры которых определяются статистиче-

скими методами по специально разработанной 

прикладной программе, основываясь на данных, 

предоставляемых Федеральной службой государ-

ственной статистики [4]. Построенные модели 

проходят предварительный отбор [5]: 

— на статистическую значимость по крите-

рию Фишера — Снедекора; 

— экономическую значимость — ,0α0   

;0  γ,0α  ,0α 21   

— экономическую адекватность —  ,1 ;0α1   

  .0γ,1 ;0α2   

Несмотря на достаточно простой внешний 

вид, эти функции позволяют проводить достаточ-

но подробный экономический анализ состояния 

экономики регионов и ранжировать их с учетом 

различных показателей. 

Например, эти функции позволяют оценить 

численно экономический рост за счет роста капи-

тала и трудовых ресурсов [6]. А именно, вычис-

лив для мультипликативной ПФ коэффициенты 

эластичности по капиталу и труду, получаем, что 

α1 равна эластичности выпуска по основным 

фондам, а α2 — эластичности выпуска по труду. 

То есть при увеличении стоимости основных 

фондов на 1 % можно ожидать роста валового 

выпуска примерно на α1 %, а при увеличении 

объема трудовых ресурсов на 1 % — роста на 

α2 %. Тогда, например, для Республики Марий Эл 

(РМЭ), ВРП которой моделируется ПФ вида  

 

Y = 0,5731K
0,7496

L
0,2504

e
0,0774t

, 

 

при росте стоимости основных фондов на 1 %, 

можно ожидать роста валового выпуска примерно 

на 0,75 %, а при увеличении численности населе-

ния на 1 % — роста на  0,25 % [7]. Так как α1 > α2, 

то речь идет о трудосберегающем (интенсивном) 

росте ВРП РМЭ, в противном случае имел бы 

место фондосберегающий (экстенсивный) рост. 

Мультипликативные производственные функ-

ции позволяют также оценить доли экономиче-

ского роста за счет роста масштабов производ-

ства и за счет роста эффективности производства. 

Для этого при изучении факторов роста экономи-

ки выделим экстенсивные факторы роста за счет 

увеличения затрат ресурсов, т. е. увеличения 

масштаба производства, и интенсивные факторы 

роста — за счет повышения эффективности ис-

пользования ресурсов. Чтобы выделить эти фак-

торы с помощью ПФ, перейдем к относительным 

(безразмерным) показателям, так как проблема 

соизмерения настоящего и прошлого труда удо-
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влетворительным образом в экономической тео-

рии до сих пор не решена. 

Пусть в некоторый базовый год ПФ имеет вид 
 

.α 21 α
0

α
000 LKY   

 

Тогда переход от мультипликативной ПФ к 

безразмерной форме можно осуществить следу-

ющим образом: 
 

.
α

α 21

21

21 α

0

α

0
α
0

α
00

αα
0

0





























L

L

K

K

LK

LK

Y

Y
 

 

Если ввести обозначения 
 

,
~

   ,
~

   ,
~

000 L

L
L

K

K
K

Y

Y
Y   

 

то ПФ примет вид 
 

.
~~~

21 αα
LKY   

 

Найдем теперь обобщенный показатель эф-

фективности экономики, определив предвари-

тельно такие частные показатели эффективности, 

как: 
K

Y
AK ~

~
~

  — фондоотдача и 
L

Y
AL ~

~
~

  — про-

изводительность труда. 

Тогда обобщенный показатель экономической 

эффективности равен среднему геометрическому 

частных показателей эффективности: 
 

,
~~~~ α1ααα αα21 21 

 LKLK AAAAE  

 

где 
 

21

1

αα

α
α


  и .

αα

α
α1

21

2


  

 

Так как масштаб производства M проявляется 

в объеме затраченного ресурса, то 
 

α1α ~~  LKM  
 

и общий выпуск будет вычисляться как произве-

дение обобщенного показателя эффективности Е 

на масштаб производства М: 
 

.
~

EMY   
 

Оценим, например, масштаб и эффективность 

производства в Российской Федерации, в При-

волжском федеральном округе (ПФО) и в РМЭ за 

2000—2019 гг. В Российской Федерации за этот 

период ВВП вырос в 14,9465 раза, основные про-

изводственные фонды — в 12,4353 раза, число 

занятых — в 23,7137 раза, а производственная 

функция имеет вид  
 

7315,0
3

2019,09223,42 LKY   [8]. 

Тогда, учитывая, что ,9465,14
~
Y  

,4353,12
~
K  ,7173,23

~
L  можем определить 

показатель экономической эффективности:  

 

7246,0
~~ α1α  
LK AAE  

 

и показатель масштаба: 

 

.6234,20
~~ α1α  LKM  

 

Таким образом, общий рост ВВП в 14,9465 раза 

произошел за счет роста масштабов производства 

в 20,6234 раза и за счет повышения эффективно-

сти производства в 0,7246 раза. 

В ПФО за этот период ВРП вырос в 12,6488 ра-

за, основные производственные фонды — 

в 8,5300 раза, число занятых — в 18,3425 раза, 

а производственная функция имеет вид  

 
5210,0

3
5012,04182,3 LKY   [9]. 

 

Тогда, учитывая, что ,6488,12
~
Y  ,5300,8

~
K  

,3425,18
~
L  можем определить показатель эко-

номической эффективности как Е = 1,0037 и по-

казатель масштаба — как М = 12,6017.  

Таким образом, общий рост ВРП в 12,6488 ра-

за произошел за счет роста масштабов производ-

ства в 12,6017 раза и за счет повышения эффек-

тивности производства в 1,0037 раза. 

В РМЭ за этот период ВРП вырос в 16,6447 ра-

за, основные производственные фонды — 

в 4,8613 раза, число занятых — в 21,7352 раза, 

а производственная функция имеет вид  

 
6949,0

3
4351,03699,1 LKY   [7]. 

 

Тогда показатель экономической эффективно-

сти можно оценить как Е = 1,3631, а показатель 

масштаба — как М = 12,2111. Таким образом, 

общий рост ВРП в 16,6447 раза произошел за счет 

роста масштабов производства в 12,2111 раза и за 

счет повышения эффективности производства 

в 1,3631 раза. 

Относительно более низкий показатель роста 

эффективности производства в Российской Феде-

рации, возможно, свидетельствует о том, что в ва-

ловом продукте высока доля невозобновляемых 

энергетических источников. А относительно бо-

лее высокий показатель роста эффективности про-

изводства в РМЭ свидетельствует, скорее всего, о 

том, что в республике практически отсутствует 

сырьевая энергетическая база (нефть, газ и т. д.). 

Использование мультипликативных производ-

ственных функций позволяет также оценить вли-

яние на экономический рост вклада научно-

технического (технологического) прогресса. 

Пусть Y(t), K(t), L(t) — соответствующие объ-

емы производства и ресурсов в момент времени t. 

Переходя к следующему моменту времени (t + 1), 
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можем рассмотреть темпы прироста показателей 

производства в дискретной форме: 
 

 
   

 
,

1

tY

tYtY
ty


   

 
   

 
,

1

tK

tKtK
tk


   

 
   

 tL
tLtL

tl



1

 

 

и в непрерывной форме: 
 

 
 
 

,
tY

tY
ty


   

 
 
 

,
tK

tK
tk


   

 
 
 

.
tL

tL
tl


  

 

Тогда ПФ вида Y = F(K, L) в объемной записи 

можно представить в так называемой темповой 

записи:  
 

y = f(k, l). 
 

Рассмотрим для примера мультипликативную 

ПФ с учетом влияния научно-технического про-

гресса вида 
 

           ,α, 21 αα γ
0

 γ tLtKetLtKFetY tt   

 

которую можно преобразовать к виду 
 

,αα γ 21
L

dL

K

dK
dt

Y

dY
  

 

или 
 

 
 

 
 

 
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.
'

α
'

αγ
'

21
tL

tL

tK

tK

tY

tY
  

 

Таким образом, мультипликативной ПФ, рас-

сматриваемой в объемных показателях, соответ-

ствует линейная зависимость непрерывных тем-

пов прироста: 
 

     .ααγ 21 tltkty   

 

Если рассматривать дискретные темпы приро-

ста, то с учетом приближенного равенства 

ΔY(t) ≈ dY(t) получаем приближенное линейное 

уравнение. То есть и в дискретном случае ПФ 

в объемных показателях соответствует линей-

ная форма зависимости темпов прироста показа-

телей y, k, l. 

Однако следует учитывать, что такие уравне-

ния эквивалентны только в непрерывном случае. 

При статистической же оценке параметров 

  γ,α  ,α 21  этих уравнений применяются дискрет-

ные (например, годовые) статистические данные. 

Поэтому оценки ,γ  ,α  ,α 21


 полученные для дис-

кретного уравнения, не совсем корректно перено-

сить на непрерывное уравнение, и наоборот. Да-

же если такие уравнения оцениваются по резуль-

татам одних и тех же наблюдений, можно полу-

чить совершенно различные значения оценок. 

Причем одно из построенных уравнений регрес-

сии может оказаться значимым, а другое — не 

значимым [10]. 

Это означает, что один способ оценивания, 

например дискретным уравнением, может прине-

сти значимый статистический результат, а другой 

(например, непрерывным уравнением) — нет. 

Следовательно, лучше производить оценку обоих 

уравнений, и если по ним получены близкие ста-

тистически значимые результаты, то это и послу-

жит подтверждением соответствия оцененной 

зависимости (формулы) реальной взаимосвязи 

переменных. 

Отметим, что из этого линейного уравнения 

следует, что свободный член γ представляет со-

бой темп нейтрального (автономного) техниче-

ского прогресса, он непосредственно не связан 

с приростом затрат труда l(t) и капитала k(t), 

а отражает интенсификацию производства на 

макроуровне. Кроме того, при осуществлении 

практических расчетов, следует учитывать тот 

факт, что параметр γ строится по остаточному 

принципу [11]. Другими словами, он отражает 

влияние на темп роста выпуска всех прочих фак-

торов, кроме труда и капитала. Это означает, что 

данный параметр характеризует влияние на вы-

пуск и некоторых других неучтенных факторов 

производства. Однако для большинства макро-

экономических процессов главенствующая роль 

среди «прочих факторов» принадлежит именно 

техническому прогрессу [12]. 

Результаты численных экспериментов позво-

лили за период 2000—2019 гг. оценить вклад 

в экономический рост интенсивных факторов 

(научно-технического прогресса) для Российской 

Федерации в 20,10 %, для ПФО — в 81,77 %, 

и для РМЭ — в 114,75 %. Следует отметить, что 

эти результаты согласуются с представленными 

выше оценками темпов экономического роста за 

счет повышения эффективности производства. 

На следующем этапе построения экономико-

математических моделей статистической оценки 

динамики ВВП и ВРП предполагается возмож-

ность использования производственных функций 

вида 

 

Y = F (K; ALL) и Y = F (AKK; L), 

 

в которых параметры AL и AK характеризуют 

соответственно инвестиции в человеческий капи-

тал и технологические инновации. 

В качестве параметров, характеризующих 

технологические инновации, можно рассмотреть, 

например: 

— затраты на технологические инновации; 

— затраты на научные исследования и разра-

ботки; 
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— удельный вес организаций, осуществляю-

щих инновационную деятельность; 

— объем выполненных научно-технических 

работ и т. д. 

В качестве параметров, описывающих инве-

стиции в человеческий капитал, можно использо-

вать показатели, которые характеризуют эконо-

мику качества населения, основанные на концеп-

циях «человеческого капитала», «качества насе-

ления» и прочее, например это: 

— уровень здравоохранения; 

— уровень образования; 

— уровень оплаты труда и (или) доходов тру-

довых ресурсов и т. д. 

Наибольший интерес представляют собой мо-

дели, учитывающие инвестиции в человеческий 

капитал. В большой степени это связано с осо-

знанием того факта, что инвестиций в физиче-

ский капитал недостаточно для увеличения наци-

онального дохода, а вложения в человеческий 

капитал могут обеспечить существенное увели-

чение уровня жизни. Это особенно важно в со-

временных условиях бурного развития техноло-

гических инноваций. Например, можно рассмот-

реть модели Т. У. Шульца и Э. Денисона, оцени-

вающие влияние человеческого капитала на рост 

ВВП [13]. 

В основе модели Т. У. Шульца лежит произ-

водственная функция вида 
 

               ,α ; 321 ααα
0 tPtLtKtAtLtKFtY   

 

где P(t) — величина человеческого образовательного 

капитала, которую можно рассчитывать, например, как 

объем расходов на образование в целом по стране или 

региону, или на единицу трудовых ресурсов.  

В этой модели влияние образования на эконо-

мический рост зависит от текущих капитальных 

вложений в образование и не зависит от труда. 

Модель Э. Денисона основана на производ-

ственной функции вида 

 

                ,α ; 21 αα
0 tLtPtKtAtLtKFtY   

 
где P(t) — индекс качества рабочей силы, рассчитыва-

емый взвешиванием численности образовательных 

категорий по объему заработной платы. 

 

При практической реализации таких моделей 

для моделирования ВВП и ВРП можно в качестве 

P(t) применить, например, средневзвешенный 

уровень душевых доходов в расчете на одну еди-

ницу трудовых ресурсов. И переменную вида 

,L̂LАL   равную произведению физического 

труда на его эффективность, мы можем опреде-

лить как «эффективный объем труда». 

Например, для Российской Федерации по-

следний подход позволил увеличить долю 

неоклассических производственных функций от 

0 % до 83,33 %, для ПФО — от 4,17 % до 58,33 %, 

а для РМЭ — от 4,17 % до 83,33 % (таблица). При 

этом в качестве трудовых ресурсов рассматрива-

лись: численность населения (L1), численность 

экономически активного населения (L2) и числен-

ность занятых в экономике (L3), с учетом средне-

душевого дохода и заработной платы. Это свиде-

тельствует о том, что такие модели, несомненно, 

можно применять для экономически обоснован-

ного анализа и прогнозирования динамики ВВП 

и ВРП, например при использовании моделей 

экономического роста Р. Солоу [14]. 

 

 
Мультипликативные производственные функции для РМЭ с учетом капиталосберегающего  

технического прогресса 

Multiplicative production functions for the Republic of Mari El, taking into account capital-saving technical progress 

 

№ п/п α0 α1 α2 γ L̂  

1 7,7247 0,1537 0,8463 — 1L̂  

2 4,2891 0,1137 0,8863 0,0127 1L̂  

3 4,4031 0,2235 0,8120 — 1L̂  

4 3662,5905 –0,2412 0,5811 0,0918 1L̂  

5 11,2961 0,1914 0,8086 — 2L̂  

6 5,5848 0,1037 0,8903 0,0139 2L̂  

7 5,6859 0,2725 0,7698 — 2L̂  

8 6604,1094 –0,2422 0,5502 0,0957 2L̂  

9 8,7821 0,2354 0,7646 — 3L̂  

10 3,2537 0,4174 0,5826 0,0215 3L̂  

11 0,9101 0,4976 0,6467 — 3L̂  

12 339,0034 0,3373 0,4996 0,0751 3L̂  
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Мультипликативная производственная функ-

ция может служить и для описания различных 

типов технического прогресса. Для этого можем 

рассмотреть предельную норму замены труда 

капиталом:  

 

.
α

α

1

2
,

L

K
MRTS KL   

 

Тогда, если с течением времени (t): 

а) отношение 
1

2

α

α
 уменьшается, то это харак-

теризует капиталоинтенсивный технический про-

гресс; 

б) отношение 
1

2

α

α
 увеличивается, то речь идет 

о трудоинтенсивном техническом прогрессе; 

в) отношение 
1

2

α

α
 не изменяется — 

о нейтральном техническом прогрессе. 

Например, для РМЭ результаты численных 

экспериментов свидетельствуют о том, что если 

при моделировании применяется численность 

населения, то речь идет о нейтральном техниче-

ском прогрессе, при использовании численности 

экономически активного населения — о капита-

лоинтенсивном техническом прогрессе, а при 

использовании численности занятых в экономи-

ке — о трудоинтенсивном техническом прогрес-

се. Это можно обосновать тем, что при моделиро-

вании посредством производственных функций 

в период 2000—2019 гг. отношение 
1

2

α

α
 в первом 

случае колебалось в пределах 3,60, во втором — 

уменьшалось примерно от 2,80 до 1,50, а в треть-

ем — росло от 1,30 до 1,60. 

Реализация таких инновационных подходов 

потребует тщательного анализа соответствующей 

статистической информации, разработки методов 

их отбора и учета для построения соответствую-

щих производственных функций, анализа их эко-

номической адекватности. 

Разработка методики выбора наиболее опти-

мальных способов учета инноваций в человече-

ский капитал и технологии может позволить для 

всех регионов Российской Федерации: 

— построить экономически адекватные про-

изводственные функции с учетом инноваций 

в человеческий капитал и технологии; 

— построить модели экономического роста 

Р. Солоу c учетом инвестиций в основной капи-

тал, осуществить прогнозирование основных со-

циально-экономических характеристик региона; 

— оценить в новых условиях вклад остатка 

Солоу в экономический рост региона; 

— произвести рейтинговую оценку вклада 

факторов производства в экономический рост 

регионов Российской Федерации, основанную на 

расчете остатка Солоу с учетом технологических 

инноваций и эффективного объема труда; 

— разработать прикладные алгоритмы реше-

ния задач оптимального управления экономиче-

скими процессами [15], позволяющие строить 

управление инвестиционными процессами таким 

образом, чтобы обеспечить наиболее быстрый 

и качественный рост благосостояния населения 

региона (страны). 

Практическое применение моделей, основан-

ных на производственной функции, может быть 

ограничено из-за проблем количественного изме-

рения некоторых ключевых параметров этих мо-

делей. Это обстоятельство предопределяет и не-

которую неоднозначность выводов, получаемых 

на основе таких моделей, и связано это с тем, что 

при неизменном эффекте масштаба производства 

и постоянной доли рабочей силы в общей чис-

ленности населения уровень производительности 

труда становится зависимым от наличия допол-

нительных факторов и технологий. Поэтому уве-

личение численности населения может приводить 

к замедлению роста производительности труда, 

если рост населения положительно не повлияет 

на развитие других факторов производства и/или 

технологий. Если же рост населения ослабит раз-

витие других факторов производства и/или науч-

но-технического прогресса, то рост производи-

тельности труда может замедлиться еще сильнее. 

А если рост населения стимулирует развитие дру-

гих факторов производства и/или научно-техни-

ческого прогресса, то рост производительности 

труда может ускориться или замедлиться в зави-

симости от соотношения уровня влияния пози-

тивного и негативного эффектов. 

Для преодоления этих трудностей Д. Ю. Ката-

левский предлагает использовать, например, ими-

тационное моделирование. С помощью этого 

класса моделей регионального развития посред-

ством ряда последовательных вычислений можно 

прогнозировать траекторию развития практиче-

ски любой социально-экономической системы с 

установленными параметрами при воздействии 

различных факторов и условий. В основе методо-

логии прогнозирования экономической деятель-

ности региона лежит концепция, согласно кото-

рой прогноз представляется как результат изме-

нения исходного состояния модели региона на 

определенную перспективу при различных зада-

ваемых сценарных условиях. В процессе модели-

рования исходная база данных переносится в точ-

ку прогнозирования через построенную модель 

причинно-следственных связей. Метод имитаци-

онного моделирования позволяет создавать мо-

дели сложных систем, описывая слабо структу-

рируемые социально-экономические процессы 

 условиях неопределенности с учетом стохасти-

ческих факторов различной природы, а также 

формировать и оценивать многовариантные сце-

нарии развития исследуемой системы или про-

цесса, анализировать эффективность управленче-

ских решений и выбирать наиболее оптимальный 

вариант развития [16]. 

Тем не менее модели, которые основаны на 

производственной функции, теоретически под-
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твердили наличие связи между темпами прироста 

трудовых ресурсов и капитала с темпами приро-

ста валового продукта, выступив обоснованием 

целесообразности расчетов корреляционно-ста-

тистической зависимости между этими показа-

телями, несмотря на то что вынужденное игно-

рирование воздействия других ключевых фак-

торов экономического роста нередко может при-

водить к диаметрально противоположным вы-

водам.  
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