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Аннотация. Вопросы численного моделирования валового продукта с учетом ресурсов и возможностей региона 

являются по сей день актуальной проблемой. Основной задачей работы было создание модели валового региональ-

ного продукта на базе конечно-временной схемы интегро-дифференциального уравнения. Полученное уравнение 

определяет прирост валового регионального продукта, опираясь на изменения факторов производства: основных 

фондов производства, природных и трудовых ресурсов. Основным результатом в представленной работе является 

получение конечно-временной модели уравнения и ее верификация. При получении прогнозного значения валового 

регионального продукта используются значения валового регионального продукта и основных факторов производ-

ства двух предыдущих лет. Выполнено численное моделирование изменения валового регионального продукта 

в период с 2005 по 2018 г. Численные результаты показали хорошую сопоставимость с реальными данными в перио-

ды стабильного развития экономики, но в кризисные и посткризисные периоды удается уловить динамику измене-

ний. Рассмотренный конечно-разностный аналог уравнения может стать еще одним инструментом при прогнозиро-

вании валового регионального продукта в краткосрочной перспективе. 
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*Введение 

Одним из основных показателей, определяю-

щих уровень экономического развития региона 

и его потенциальные возможности, выступает ва-

ловой региональный продукт (ВРП). Временной 

анализ развития ВРП является основой для разра-
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ботки и принятия региональных программ развития. 

Поэтому численное моделирование и прогнози-

рование ВРП на протяжении многих лет является 

актуальной задачей в планировании экономики. 

Задача работы состоит в получении прогноз-

ного значения ВРП исходя из знания объемов 

ВРП и основных факторов производства в тече-

ние последних двух лет. В качестве основных 
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факторов производства рассматриваются трудо-

вые и природные ресурсы, основные фонды. 

Вопросами создания прогнозных моделей для 

валового продукта занимался ряд ученых-эко-

номистов Э. Б. Алаев [1], А. О. Баранов [2], 

Г. А. Гранберг [3], Е. Г. Егоров [4], В. В. Леонть-

ев [5], П. А. Минакир [6], Т. Г. Морозова [7], 

Н. Н. Некрасов [8], В. С. Немчинов [9], В. И. Сус-

лов [10] и др. Работы этих авторов посвящены 

обоснованию теоретических и методологических 

вопросов, возникающих при прогнозировании 

региональных экономических систем. Централь-

ное место в прогнозировании ВРП занимает мо-

дель межотраслевого баланса, основы которой 

заложили и развили в своих трудах В. В. Леонть-

ев [5], А. М. Гатаулин [11], Г. А. Гранберг [3], 

С. А. Суспицын [12] и др. 

В настоящее время аппарат анализа и прогно-

зирования ВРП обладает множеством математи-

ческих инструментов. На основе прогнозов стро-

ится межрегиональная политика государства, 

нацеленная на уменьшение диспропорций между 

регионами и эволюцию субъектов Российской 

Федерации. Поэтому статистические модели 

должны быть достаточно точными и объективно 

оценивать состояние региона. 

 

Методология 

Математический аппарат, на котором базиру-

ется данная работа, был разработан в монографии 

[13], и описанный алгоритм является логическим 

продолжением одной из идей. 

Объем валового регионального продукта Y 

указывает на возможности, но не позволяет оце-

нить эффективность экономики региона. Мы бу-

дем рассматривать отношение прироста валового 

регионального продукта к приросту факторов 

производства, которые были затрачены или при-

менены в процессе производства, а точнее, пре-

дельных производительностей, фондоотдачи 

и эффективности природных ресурсов. Эти вели-

чины будем использовать при построении нашей 

модели. В работе предполагается, что ВРП можно 

представить в виде непрерывной функции, опре-

деленной в четырехмерном пространстве: время t, 

трудовые ресурсы L, основные фонды K, природ-

ные ресурсы Н. 

Рассмотрим в этом пространстве в некоторый 

момент времени произвольную точку с координа-

тами ( , , ).r L K Н  Первая производная по вре-

мени от вектора координат 

 

),( trv
dt

rd
  

 

определяет прирост основных факторов произ-

водства. 

Фазовым объемом используемых факторов 

будет их произведение. Введем обозначение фа-

зового объема НKLw   и в дальнейшим 

будем называть его просто объемом. 

В любой момент времени для произвольной 
точки нашего пространства определяется вектор 
изменения факторов производства: 

 

kvjvivv НKL  , 

 

где , ,i j k  — базис в пространстве ( , , ).L K Н  

 
Величина скорости определяется из равенства 

     222

НKL vvvv  . 

В работе [14, c. 152—153] была разработана 
интегро-дифференциальная модель, которая мо-
жет быть представлена в виде  
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где 
2 2 2

2 2 2

Y Y Y
Y

L K H

  
   

  
 — оператор Лапласа;  

1r  и 
2r  — векторы факторов про-

изводства в моменты времени t1 и t2 соответственно.  

 
Объем w вычисляется в виде произведения 

приростов факторов производства за период вре-
мени от t1 до t2 [15, с. 117]. 

В качестве начальных и граничных условий 
будем рассматривать известный валовой регио-

нальный продукт 
1( ),Y r  который был произведен 

в регионе в прошедший момент времени t1. Нам 

известно, какой объем факторов производства 1r  

был затрачен или был применен для производства 

1( )Y r  в этот момент времени. Момент времени t2 

может быть выбран произвольно. Последнее 
уравнение является интегро-дифференциальным 
и позволяет вычислить валовой региональный 
продукт с учетом изменения факторов произ-
водства: 

 

).(
1

12

2

2
rYYdw

dt

Yd

v
Y

w















         (1) 

 
В предлагаемом уравнении для определения 

прогнозного значения ВРП используются извест-
ные значения основных факторов производства 
и ВРП за прошлые периоды. Предлагаемая ко-
нечно-разностная модель опирается на знание 
двух предыдущих лет. 

 

Результаты 
Используя конечно-временную схему, осно-

ванную на децентрированных разностях, полу-
чим формулу (1) в конечно-разностном пред-
ставлении: 
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Параметры A, B, C определяются следующим образом: 
 

1 1 12 2 2

1 1 1
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где индекс i — номер года;  

iK  — размер используемых основных фондов региона в i-м году, соответственно;  

;i iL H  — размеры используемых и затраченных ресурсов труда и природных ископаемых в i-м году. 

 

Коэффициенты α представляют собой коэффициенты роста: 
 

1

α ,i
K

i
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K 

  
1
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1
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i

H

H 
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Для верификации формулы проводилось мо-

делирование валового регионального продукта 

в ряде регионов на основании исходных данных, 

приведенных Федеральной службой государ-

ственной статистики. 

Для сравнения качества конечно-разностного 

аналога интегро-дифференциальной модели (ИДМ) 

были проведены расчеты по одному из алго-

ритмов авторегрессии — AR(2) с использованием 

уравнений Юла — Уокера [16]. Выбор модели 

определялся тем, что вариант ИДМ имеет такой 

же порядок. Это один из самых простых, но ши-

роко используемых алгоритмов. 

На всех приведенных ниже рисунках ось абс-

цисс является временной осью, а ось ординат от-

ражает значение ВРП в относительных единицах. 

На всех графиках статистические данные представ-

лены сплошной линией, данные по AR(2)-алго-

ритму прерывистой линией с длинными штрихами, 

значения, полученные по интегро-дифферен-

циальной модели, обозначены прерывистой ли-

нией с короткими штрихами. 

Проведенные расчеты показывают (рис. 1), 

что знание поведения основных факторов произ-

водства и валового регионального продукта  

за предыдущее два года позволяет довольно  

точно предсказывать поведение валового регио-

нального продукта на следующий год. Однако  

из поведения кривых видно, что наибольшее 

несоответствие возникает в посткризисные пери-

оды экономики. Это объясняется тем, что нет  

ясности, какой объем капитальных вложений  

будет сделан в развитие региона. Относительная 

ошибка составляла от 1 до 8 %, а в посткризис-

ный период 17 %. 

Алгоритм авторегрессии AR(2) показывает 

прогноз с большей относительной ошибкой во 

всех временных точках. 
 

 
 

Рис. 1. Валовой региональный продукт Красноярского края 

Gross regional product of the Krasnoyarsk Territory 

( 
 
)  
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Экономика Краснодарского края не имела  

ярко выраженного кризисного периода, поэтому 

предлагаемая модель обладает хорошими пред-

сказательными свойствами (рис. 2). Тем не менее 

некоторый спад прироста ВРП в 2009 г. наблюда-

ется, поэтому модель допускает ошибку при про-

гнозе следующего года. Относительная ошибка 

предсказания в этот период времени составляло 

от 0,5 до 9,7 %. 

Как и для Красноярского края, алгоритм авто-

регрессии AR(2) уступает в качестве прогноза 

ИДМ-процессу практически во всех временных 

точках. 

 
 

 
 

Рис. 2. Валовой региональный продукт Краснодарского края 

Gross regional product of the Krasnodar Territory 
 

В Новосибирской области падение ВРП в 2009 г. 

существенное, и модель не смогла «отловить 

провал» в объемах ВРП как во время кризиса, так 

и на следующий год (рис. 3). Из всех рассмотрен-

ных прогнозов в этом регионе оказалось недосто-

верное предсказание ВРП. Относительная ошибка 

расчетов составляла от 1 до 8 %, а в период кри-

зиса и выхода из кризиса — до 18 %. 

Алгоритм авторегрессии AR(2) для ВРП Но-

восибирской области в кризисный и посткризис-

ный периоды дает схожие результаты с предлага-

емым алгоритмом, а далее, в период поступатель-

ного развития экономики региона, начинает усту-

пать по качеству прогноза интегро-дифференци-

альной модели. 

 

 
 

Рис. 3. Валовой региональный продукт Новосибирской области 

Gross regional product of the Novosibirsk region 

(  )  

(  )  

(  )  
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Для сравнения рассмотренных статистических 

моделей использовались два критерия: R/S крите-

рий и критерий Стьюдента. Результаты расчетов, 

сведенных в табл. 1, показывают, что по соответ-

ствию ряда остатков нормальному закону распре-

деления рассмотренные модели практически 

идентичные. Из табл. 2 видно, что качественные 

показатели ИДМ превосходят аналогичные зна-

чения AR. 

 

Таблица 1 

 

Соответствие ряда остатков нормальному закону распределения (α = 5 %) 

Correspondence of a number of residues to the normal distribution law (α = 5 %) 

 

Регион R/S — мин/макс R/S для AR AR-соответствие R/S для ИДМ ИДМ-соответствие 

Красноярский край 2,80/3,91 3,16 ДА 3,11 ДА 

Краснодарский край 2,80/3,91 3,83 ДА 2,84 ДА 

Новосибирская область 2,80/3,91 3,43 ДА 3,30 ДА 

 
Таблица 2 

 

Проверка равенства нулю математического ожидания (α = 5 %) 

Checking if the mathematical expectation is equal to zero (α = 5 %) 

 

Регион 
К-т Стьюдента 
критический 

К-т Стьюдента 
для AR 

AR-соответствие 
К-т Стьюдента  

для модели 
ИДМ-соответствие 

Красноярский край 1,43 1,21 ДА 0,74 ДА 

Краснодарский край 1,43 2,57 НЕТ 1,31 ДА 

Новосибирская область 1,43 1,69 НЕТ 1,08 ДА 

 

В табл. 3 представлены вычисленные значи-

мости моделей по Фишеру и коэффициент де-

терминации, которые показывают возможность 

применения интегро-дифференциальной модели 

на практике. 

 

Таблица 3 

 

Проверка статистической значимости 

Checking statistical significance 

 

Регион 
AR ИДМ 

R2 К-т Фишера  Значимость F R2 К-т Фишера  Значимость F 

Красноярский край 0,92 117,6 1,02 ∙ 10‒5 0,95 34,9 3,4 ∙ 10‒4 

Краснодарский край 0,95 196,9 6,4 ∙ 10‒7 0,89 97,3 1,8 ∙ 10‒5 

Новосибирская область 0,95 198,9 6,2 ∙ 10‒7 0,97 62,3 6,5 ∙ 10‒5 

 

Выводы 

Во всех рассмотренных случаях наблюдается 

некоторое несовпадение со статистическими дан-

ными в кризисные периоды, это может быть объ-

яснено большим временным шагом (1 год). 

В случае месячного временного шага расхожде-

ние должно стать достаточно приемлемым, по-

скольку в предлагаемом приближении точность 

аппроксимации конечно-разностных схем для 

уравнений гиперболического типа ⁓о (h
2
), где 

шаг h в нашем случае зависит от временного шага 

[17]. Рассмотренное уравнение (1) является урав-

нением с малым параметром, который также вли-

яет на точность разностной схемы. 

Отклонения расчетных данных с применением 

ИДМ от фактических объясняются следующим 

образом. В рассматриваемом периоде наблюда-

лись кризисные явления в экономике, вызванные 

воздействием факторов, не учитываемых моде-

лью (политика, мировой финансовый кризис 

и пр.). При этом учитываемые факторы не испы-

тывают столь резких колебаний, поэтому расчет-

ные данные «запаздывают», но приближаются 

к фактическим по мере выхода на устойчивое 

развитие. 

Описанная интегро-дифференциальная модель 

учитывает связь валового регионального продук-

та с основными факторами производства: основ-

ными фондами, трудовыми ресурсами и исполь-

зуемыми природными ресурсами. На базе инте-

гро-дифференциального уравнения построена 

конечно-временная модель, которая показывает 

применимость результатов работы для кратко-

срочного прогнозирования валового региональ-

ного продукта. 
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