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Введение 

По В. С. Владимирову [1], математическое мо-

делирование основывается на уравнениях мате-

матической физики, уравнениях, как правило, 

имеющих однозначную физическую интерпрета-

цию, что присуще, например, уравнениям, возни-

кающим в задачах естествознания, техники и им 

подобных; уравнениям, достоверность которых 

подтверждается всем прошлым, теоретическим 

и эмпирическим, опытом. 

Существенные, не математического характера, 

сложности возникают при постановке и рассмот-

рении задач экономического моделирования. 

Проблема заключается в том, что одно дело — это 

моделирование систем, подчиненных физически 

воспроизводимым законам природы, а другое — 

моделирование зависящих от человеческого фак-

тора процессов, основанных только на субъек-

тивных представлениях о возможном поведении 

агентов экономической игры и состоятельности 

сведений, представленных разного рода таблица-

ми и графиками. Тема возникающих в этой связи 

проблем поднимается, например, в работах [2 ; 3]. 

Комплексный характер проблем экономики [3] 

обусловливает потребность в декомпозиции ее 

обобщенной модели на ряд частных моделей, 

каждой из которых отвечает свой характерный 

процесс. Наиболее полными источниками сведе-

ний по моделированию подобных, в какой-то 

степени элементарных, процессов являются мо-

нографии [4 ; 5], посвященные, соответственно, 

задачам экономического роста и статистического 

анализа финансовых рядов. Рассматриваемые 

в [4] методы — это, по сути, аппарат теории диф-

ференциальных уравнений, оптимизации, опти-

мального управления и др. 

Проникновение в сферу экономики цифровых 

технологий порождает, при всех их потенциаль-

ных достоинствах, новые проблемы, обусловлен-

ные отсутствием в настоящее время надежно от-

работанных механизмов функционирования са-

мой цифровой экономики. Одна из главных при-

чин здесь заключена в отсутствии четкой связи 

цифровой экономики и цифровых денег с реаль-

ным производством [6 ; 7]; насколько эффектив-

ной в этом плане может явиться новая техноло-

гия, как она повлияет на такие явления, как кор-

рупция и протекционизм, — все зависит от пра-

вил, проработанности механизмов экономики [3], 

разумеется, — от исполнительности, а также,  

что особо подчеркивается Н. Н. Моисеевым, —  

от образованности, значение которой выражено 

в материалах «Программа учитель» [3]. 

Цифровая экономика сегодня — это модная те-

ма, трактуемая часто как «четвертая промышлен-

ная революция» (автором термина является Клаус 

Шваб). Одноименная книга Шваба описывает, по 

сути, общеизвестные достижения и перспективы 

развития в области науки и техники. В целом со-

здается впечатление, что в программу этой рево-

люции закладываются чисто финансовые инте-

ресы, игнорирующие интересы производителей 

конечной продукции и, что более опасно, эта про-

грамма претендует на создание новой идеологии, 

гарантирующей деньги и власть, все в соответ-

ствии с «Новым Органоном» Фрэнсиса Бэкона. 

Упомянутый выше математический аппарат 

экономики, фактически — аппарат теории систем, 

может быть пополнен и так называемыми мето-

дами нелинейной динамики и регрессии [8 ; 9]. 

Задача моделирования экономических и финан-

совых циклов [10], имеющих, по сути, цикличе-

ский, а не периодический характер, проявилась 

в методе усредненной оптимизации [11 ; 12].  

Неопределенность, присущая экономике в силу 

многих человеческих факторов, обусловленных, 

например, социальными и психологическими 

причинами, может рассматриваться как возмуще-

ние, подлежащее либо полной, либо частичной 

компенсации. 

При этом системы с полной или частичной 

компенсацией в части произвольных возмущений 

относят, соответственно, к классу абсолютно  

и ɛ-инвариантных. Принцип инвариантности и со-

путствующая ему теория излагаются в [13—15]. 

Вариационный подход к решению задач инвари-

антности рассматривается в [16—18]. Полезным 

инструментом анализа зависимости характери-

стик компенсации от возмущений являются мето-

ды теории чувствительности [19—22]. Вариаци-

онный подход к рассмотрению задач инвариант-

ности и чувствительности является целью насто-

ящей работы. 

 

Об инвариантности динамических систем 

Одной из проблем экономических, как динами-

ческих, систем является проблема оптимального 

управления [13—15], состоящая в минимизации 

(максимизации) некоторого целевого функционала 

 

J(x, v) → min,      (1а) 

 

подчиненных системе дифференциальных урав-

нений вида 

 

ẋ = f(x, v, t), x(t0) = x
0
,         (1б) 

 
где f(x, v, t) — вектор-функция переменных 

n
x RGtx )(  и r

v RGtv )( , при этом x(t) — век-

тор состояния системы, а v(t) — вектор управляющих 

и/или возмущающих воздействий. 

 

Вариационные методы решения задач Лагран-

жа, Майера и Больца, описываемые уравнениями 

вида (1а, б), рассматриваются, например, в [22]. 

При этом целевой функционал задачи Лагранжа 

имеет вид 

 

,),,(),(

0


T

t

dttvxFvxJ  

 

а функционал задачи Майера имеет вид 

 

   .),(ˆΦ),(ˆΦ),( TTxttxvxJ Tt    
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Здесь нужно иметь в виду, что функция цели 

зависит не только от решения системы диффе-

ренциальных уравнений )(ˆ tx  в момент t = T, но 

косвенно зависит и от возмущений v(t). 

Иная ситуация присуща инвариантным систе-

мам, т. е. системам, дифференциальные уравне-

ния состояния которых имеют решения ),(ˆ tx  ин-

вариантные по отношению к внешним воздей-

ствиям v(t). Это означает, что аргументами целе-

вого функционала являются как зависящее от 

внешних воздействий решение дифференциаль-

ного уравнения системы, так и, в свою очередь, 

само внешнее воздействие v(t): 
 

 .),(ˆΦ)( ttxtJ   

 

На практике чаще всего встречаются функцио-

налы 
 

),(ˆ)( txtJ k  

 ,)(ˆ)( txFtJ   

  .)(ˆ)(

0


T

dttxFtJ  

 

Первые два функционала можно также пред-

ставить выражением 
 

 ,)(ˆ,)( txctJ             (2) 

 

где c = (c1, c2, …, cn)
T — вектор коэффициентов скаляр-

ного произведения. 

 

Из инвариантности функционала J(t) относи-

тельно вектора воздействий v  при заданном ре-

шении уравнения системы )(ˆ tx  следует, что ва-

риация функционала 
 

δtJ(t) = 0. 
 

Различают слабую и абсолютную инвариант-

ность. 

Если δtJ(t) = 0, только при t = T: 
 

δtJ(t) = 0, если t = T,            (3а) 
 

то инвариантность называется слабой. Если же 
 

δtJ(t) = 0 при всех t ϵ [0, T],     (3б) 
 

то инвариантность называется абсолютной. 

Пусть определена функция 
 

H(x, ψ, v, t) = (ψ, fx), 
 

где ψ(t) — удовлетворяет векторному дифференциаль-

ному уравнению xHψ  с граничными условиями 

ψ(t) = ‒ c. К тому же исходное уравнение (1б) принима-

ет вид .ψHx   

 

Подстановка решений этих уравнений в форму-

лу, определяющую зависимость величины при-

ращения функционала от вариации входного воз-

действия, дает выражение, позволяющее сделать 

вывод о выполнении условий инвариантности 

(3а, б): 
 

  )(δ,)(δ TxcTJt  

  η.),,ψ,(),δ,ψ,(

0

 
T

t

dttvxHtvvxH  

 

Здесь ƞ — некоторое остаточное слагаемое. 

Если, как пример, рассмотреть в соответствии 

с [16 ; 17] линейную стационарную систему 
 

,bvAxx   
 

то из приведенных выше уравнений следует ре-

шение 
 

,δ),ψ()(δ

0



T

t vdtbTJ  ψ,ψ TA  .)(ψ cT   

 

В работах [16—18] методами вариационного 

исчисления получено решение и частных про-

блем инвариантности линейных систем, стацио-

нарных и нестационарных, а в ряде случаев также 

нелинейных. Названные методы имеют, конечно, 

более широкий круг применений, в который, 

например, входит теория оптимального управле-

ния [22]. 

В задачах анализа и синтеза многосвязных 

и многоканальных систем автоматического управ-

ления, характеризуемых вход-выходными пара-

метрами и соотношениями, соответствующими 

передаточными функциями и топологией соеди-

нений, проблема инвариантности рассматрива-

ется по-иному [13—15]. В частности, например, 

инвариантность переменной ix  линейной систе-

мы относительно возмущения vj, j ≠ i означает 

отсутствие ее зависимости от vj и указывает на то, 

что передаточная функция Wij(s) названной зави-

симости, определяемая равенством 
 

),(~δ)()(~δ svsWsx jiji   

 

тождественно принимает нулевое значение (знак 

тильды означает преобразование Лапласа). 

В случае передаточной функции, например, вида 
 

)()(

)()()()(
)(

jQsQ

sRsPsRsP
sW

ji

ijji

ij



  

 

критерием инвариантности является равенство 

Pi(s)Rj(s) ‒ Pj(s)Ri(s) = 0. Конечно, сама переда-

точная функция должна удовлетворять условиям 

физической реализуемости. 

Принцип инвариантности, явно или неявно, 

применим ко многим многосвязным и многокон-

турным системам из области практической дея-

тельности человека; присущ он и системам из 

области экономики. В некотором смысле этот 
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принцип привносит свободу в выбор топологии 

структурных схем управления ресурсами разной 

природы. В экономике — это сырье, власть, день-

ги и идеология. 

Ресурс xi называется инвариантным по отноше-

нию к входу vj тогда и только тогда, когда 

xi = Wii(s)δi jvj, где δij — символ Кронекера. Если 

же xi = Wi j(s)εi jvj, то говорят об ε-инвариантности. 

Аналогично говорят об ε-инвариантности, если 

вариация функционала (3) удовлетворяет усло-

вию δtJ(t) = ε ≠ 0. 

К сожалению или счастью, инвариантность не 

всегда реализуема или целесообразна; инвари-

антность, например, может означать подчинен-

ность того или иного ресурса избранной группе 

субъектов, задающей, в частности, правила обра-

щения цифровых денег или обладающей возмож-

ностью доступа по меньшей мере к ключевым 

ресурсам конкурентной игры; ресурсам, имеющим 

денежное и/или информационное содержание. 

 

Анализ чувствительности динамических  

систем 

Чувствительность, как известно, означает зави-

симость некоторых характеристик динамической 

(экономической) системы или электрической це-

пи от ее изменяющихся в окрестности номиналь-

ных значений параметров. Многообразие методов 

теории систем [19] привело к появлению разных 

характеристик чувствительности, характеристик 

временных и частотных, логарифмических и по-

лулогарифмических, непрерывных и разрывных, 

параметрических и др. 

Ниже определяются функции чувствительно-

сти, представленные частными производными, 

производными Гато и Фреше, основанными на 

идеях дифференциального исчисления в норми-

рованных пространствах [23 ; 24] или, в общих 

чертах, нелинейного анализа [25]. Приложения 

теории чувствительности к теории автоматического 

управления рассматриваются в [15 ; 21 ; 26]. 

Функциональными характеристиками чувстви-

тельности являются, как известно, дифференциа-

лы и соответствующие им производные Гато 

и Фреше. Дифференциал Гато отображения 

YXf :  в точке x̂  задается выражением 

 

.
λ

)ˆ()λˆ(
lim),ˆ(

0

xfhxf
hxDf





 

 

Если при этом дифференциал Гато линеен по h, 

т. е. ,),ˆ( AhhxDF   так, что 

 

  ,0λ)ˆ()λˆ(λ/1lim
0λ




Ahxfhxf  

 

то оператор )ˆ(xfA x  называется производной 

Гато. 

Пусть отображение ,: nm RRQf   тогда 

производная Гато дается матрицей Якоби: 
 

,

1

111























nmn

m

x

ff

ff

f







 .
j

i
ij

x

f
f




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В ряде случаев проще при анализе чувстви-

тельности воспользоваться дифференцированием 

по Фреше. Отображение nm RRQf :  счи-

тается при этом дифференцируемым по Фреше, 

если существует линейный оператор A  такой, что 
 

  .0)ˆ()ˆ(/1lim
0




Ahxfhxfh
h

 

 

Оператор А при этом — это производная Фре-

ше отображения f, т. е. ),ˆ(xfA x  из существова-

ния которой следует и существование производ-

ной Гато, но не обязательно обратно. В подобной 

ситуации, когда производные Гато и Фреше фак-

тически совпадают, естественно использовать для 

них единое обозначение, что, как правило, и де-

лается. Как пример теории далее можно рассмот-

реть задачу идентификации динамической си-

стемы [15]. 

Цель рассматриваемой задачи идентификации 

состоит в оценке вектора неизвестных парамет-

ров rRα  системы, описываемой дифференци-

альным уравнением 
 

ẋ(t) = f(t, x(t), α), x
*
 = x(t0)    (4) 

 

и линейным алгебраическим уравнением — урав-

нением выхода системы: 
 

z(τ) = H(τ)x(τ).          (5) 
 

Здесь f(t, x(t), α) — вектор-функция состояния 

,)( m
x RGtx   z(τ) — наблюдаемые данные, 

H(τ) — матрица коэффициентов размера nm  

и x*
 — начальные условия. 

Решению уравнения (4) при известном векторе 

α = α
*
 +δα можно также придать вид 

 

δα,)α,τ()α,τ()α,τ( α
  xxx         (6) 

 

где x(τ, α*) — решение уравнения (4) при значении 

α = α*. 
 

Подстановка выражения (6) в (4) дает матрич-

ное уравнение 
 

  )α,τ()α),α,τ(,τ()α,τ( αα xxfx x
   

.0)α,(),α),α,τ(,τ( 0αα   txxf        (7) 

 

Интегрирование этого уравнения дает матрицу 

функций чувствительности. 

Поскольку выход системы определяется со-

гласно (5) и (6) выражением 
 

,δα)α,τ()τ()α,τ()τ()τ(ˆ α
  xHxHz  
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то, естественно, требуется, чтобы искомый вектор 

параметров α
*
 удовлетворял условиям наилуч-

шего приближения, т. е. обеспечивал минималь-

ное значение функционала 
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k
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Более полные сведения по решению этой зада-

чи можно найти в [15]. 

Полученные выше результаты, касающиеся ме-

тодов анализа динамических систем, требуют 

в целях практической реализации конкретизации 

как структуры, так и параметров представляющих 

их уравнений. Особые проблемы связаны с моде-

лированием экономических систем, характеризу-

ющихся значительной неопределенностью воз-

мущающих воздействий и динамики возможных 

процессов, а также воздействий и процессов со-

циал-экономического или экономического типа, 

находящихся под контролем их участников. 

Особый класс процессов образуют экономиче-

ские и деловые циклы, представляемые периоди-

ческими, но нерегулярными колебаниями, проис-

ходящими в окрестности соответствующих дол-

госрочных трендов развития экономики [10]. 

К этому же классу можно отнести циклические 

и квазициклические процессы [12]. 

Конечно, многие нерегулярные процессы мож-

но на конечном интервале приблизить посред-

ством решения систем дифференциальных урав-

нений, подобных уравнениям генератора эконо-

мических циклов [10] — формирователя хаотиче-

ских колебаний. Однако подобные приближения 

представляют лишь внешнюю форму моделируе-

мых явлений, не касаясь внутреннего содержания 

и не раскрывая роли человеческого фактора. По-

следнее следует как из однотипности используе-

мых моделей, так и из проблемы выбора их пара-

метров. 

Уже давно отмечено, что актуальными явля-

ются «общие экономические проблемы концепту-

ального характера, а не решение отдельных оп-

тимизационных задач» (Н. Н. Моисеев). Однако 

особого продвижения в этом направлении не 

наблюдается, не считая идеи построения макро-

скопической, по аналогии с физикой твердого 

тела, модели экономики [27 ; 28]. 

 

Заключение 

Предсказанная еще Леонардо да Винчи общая 

тенденция математизации науки (см. раздел 

«Об истинной и ложной науке» в академическом 

издании его трудов) затрагивает, естественно, 

и науку экономическую. Математические модели 

экономики, построение которых осложнено мно-

жеством привходящих факторов, мало отличают-

ся от простых (в принципе, однотипных) моделей 

технических, экологических и эволюционных 

систем, систем оптимального управления и даже 

искусственных нейронных сетей. Представлен-

ный в настоящей работе материал имеет целью 

привлечь внимание исследователей к возможно-

стям использования принципов инвариантности 

в задачах моделирования, методам анализа чув-

ствительности, а также к задачам декомпозиции 

систем и сопутствующим преобразованиям си-

стем дифференциальных уравнений. 
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