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Аннотация. В статье рассматривается применение эффективного метода анализа нелинейных систем — теории 

бифуркаций. Анализируется классическая задача прироста основного капитала под воздействием инвестиций, где их 

объем зависит от уже существующего капитала и экономического числа, оценивающего уровень развития экономи-

ки. Зависимость основного капитала от экономического числа рассматривается в состоянии равновесия. При выходе 

из равновесия возникают различные виды бифуркаций. Используется формула Тейлора для нахождения решения 

при близких значениях к точке равновесия экономической системы. В результате получаем новое состояние равно-

весия, не приводящее к бифуркации основных фондов. Приводятся аналитические формулы для определения точек 

бифуркации и пограничных состояний. Рассматривается состояние экономик трех стран Евросоюза в период 2007—

2015 гг., проводится анализ возникновения бифуркаций основных фондов. Определяются условия возникновения 

двух возможных решений и появления надкритической бифуркации в экономиках этих стран. Рассматривается си-

стема двух обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих прирост основных фондов и трудовых ре-

сурсов в зависимости от экономического числа и взаимовлияния друг на друга. Выводятся аналитические формулы 

для определения моментов возникновения бифуркаций. У этой системы уравнений возникают бифуркации типа 

Хопфа. Как правило, бифуркации связаны с появлением или исчезновением стационарных решений, а при бифурка-

ции Хопфа возникают периодические режимы — устойчивый фокус или предельный цикл. При увеличении эконо-

мического числа фокус теряет устойчивость и появляется предельный цикл, радиус которого меняется как корень 

квадратный из экономического числа. 
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Введение 
Бифуркации в экономике относятся к сценари-

ям, в которых небольшие изменения параметров 

или начальных условий экономической модели 

приводят к большим изменениям в ее динамике 

или равновесных результатах. Бифуркации ши-

роко распространены в экономических моделях 

и имеют важные последствия для экономической 

политики и принятия решений.  

Существует несколько типов бифуркаций, ко-

торые могут возникать в экономических моделях: 

1. Надкритические бифуркации («вилы»). В над-

критической бифуркации устойчивое равновесие 

расщепляется на два устойчивых равновесия  

и одно неустойчивое равновесие при изменении 

параметра. 

2. Бифуркации Хопфа. В бифуркации Хопфа 

устойчивое равновесие становится неустойчи-

вым, и при изменении параметра возникает пре-

дельный цикл. 

3. Складчатые бифуркации. При складчатой 

бифуркации устойчивое равновесие становится 

неустойчивым, и при изменении параметра воз-

никают два устойчивых равновесия. 

4. Бифуркации катастроф. Бифуркации ката-

строф характеризуются внезапными и прерыви-

стыми изменениями в динамике системы по мере 

изменения параметра. Бифуркации катастроф 

могут принимать самые разные формы в зависи-

мости от природы системы. 

Бифуркации наблюдались в широком диапазоне 

экономических моделей, включая макроэкономи-

ческие модели, финансовые модели, теоретико-

игровые модели и модели социальной динамики. 

Бифуркации могут иметь важные последствия для 

экономической политики и принятия решений, 

поскольку они могут привести к внезапным 

и неожиданным изменениям в экономических 

результатах. Раздвоение «вил» в макроэкономи-

ческой модели приводит к двум различным ре-

зультатам равновесия с разными уровнями ин-

фляции и безработицы. Бифуркация Хопфа в фи-

нансовой модели может привести к возникнове-

нию финансовых пузырей и краху. Складчатая 

бифуркация в теоретико-игровой модели может 

привести к множеству равновесий с разными 

уровнями сотрудничества и конфликта. 

В экономике бифуркации могут приводить 

к изменениям в тенденциях, прогнозах и страте-

гиях организаций. Некоторые работы посвящены 

изучению бифуркаций в экономических моделях, 

другие — в реальных экономических процессах. 

В работе A. Сандерса [1] предлагается обзор би-

фуркационной теории и ее применение к эконо-

мическим моделям. Работа Н. Калашниковой, 

А. Камиловой, И. Хохловой [2] посвящена изуче-

нию различных типов бифуркаций и их влиянию 

на экономические модели. В статье С. П. Данна 

(S.P. Dunn), Дж. Халтивангера (J. Haltiwanger) [3] 

исследуется влияние бифуркаций на секторную 

продуктивность и маржинальные потребности. 

В работе А. Орлова [4] дается обзор бифуркаци-

онной теории и ее применения в экономических 

моделях и реальных экономических системах. 

Исследование В. Брока (W. A. Brock), Ч. Хоммеса 

(C. H. Hommes) [5] посвящено поведению дина-

мических систем, управляемых агентами, и пред-

лагается новый способ моделирования экономи-

ческих процессов с помощью бифуркаций. 

А. Корбут в своей работе [6] предлагает методы 

анализа бифуркаций в экономических системах 

и их применения в практических примерах. В ра-

боте французских экономистов О. Дж. Блангарда 

(O. J. Blanchard), Н. Кийотаки (N. Kiyotaki) [7] 

описывается модель, в которой бифуркации при-

водят к изменению равновесия рынка при изме-

нении агрегатного спроса. В статье А. К. Роуза 

(A. K. Rose) [8] на основе бифуркационного ана-

лиза исследуется роль курсов валют в модели 

международной торговли. Работа Т. Палокангаса 

(T. Palokangas) [9] посвящена роли бифуркаций 

в эндогенном экономическом росте, и в ней ис-

следуется влияние монополии на рост экономики. 

Турецкие экономисты С. Имрогороглу, А. Имрого-

роглу и А. Шахиноз (S. İmrohoroğlu, A. İmrohoroğlu, 

A. Şahinöz) в работе [10] рассматривают бифур-

кации, связанные с рынком жилья и ипотекой, 

и их влияние на экономику в целом. Эти работы 

только некоторые из множества исследований, 

посвященных бифуркациям в экономике.  
 

Возникновение бифуркаций при развитии  

основных факторов производства 

Универсальным аппаратом в исследовании ос-

новных факторов производства являются уравне-

ния в частных производных. Основные факторы 

производства зависят от большого числа пара-

метров экономики, т. е. обладают значительным 

числом степеней свободы. Эти степени свободы 

неравноценны. В нелинейных диссипативных 

системах, которой является экономика, удается 

определить ограниченное число переменных, ко-

торые определяют поведение всех остальных. Эти 

переменные называются параметрами порядка. 

Анализируя развитие основных факторов про-

изводства, мы можем наблюдать эволюцию их 

развития. Однако часто возникают трудности при 

попытке раскрыть закономерности, которые поз-

волили бы полностью понять работу системы. 

Знание этих моделей может быть весьма ценным 

для принятия быстрых и точных решений в раз-

личных ситуациях, позволяет нам глубже понять 

поведение системы без необходимости проводить 

многочисленные вычисления. Эффективным ме-

тодом анализа нелинейных систем является тео-

рия бифуркаций. 

Проанализируем задачу прироста основного 

капитала K под воздействием инвестиций I. Объ-

ем инвестиций зависит от объема уже существу-

ющего капитала и от самой экономики. Парамет-

ром, который характеризует экономику, возьмем 

экономическое число Е [11]. Прирост основного 

капитала описывается уравнением 
 

( , ).
dk

I K E
dt

     (1) 
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При бесконечном росте времени основной ка-

питал стремиться к некоторому конечному значе-

нию, который определяется возможностями эко-

номики. Пусть имеется конечное число значений 

K1, K2 … Kn. В этих точках основной капитал по-

стоянен и, следовательно 

 

( , ).I K E      (2) 

 

Начальные данные K (0) будут определять ре-

шение, которое будет стремиться к одному из Km. 

Решим уравнение (2) и определим, как изменя-

ется основной капитал в состоянии равновесия 

в зависимости от экономического числа. Предпо-

ложим, что удалось найти одно решение уравне-

ния (2). Чтобы определить решение для близкого 

значения E = E0 + ∆E, ∆E ≪ 1, воспользуемся 

формулой Тейлора: 
 

0 0

0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )  +

I K E I K E
I K K E E I K E K E

K E

 
      

    
2 2 2

2 20 0 0

2 2

( , ) ( , ) ( , )1
+  ( ) ( ) ,

2

I K E I K E I K E
K K E E G

K EK E

   
       

   
   (3) 

 

где G — остаток ряда, содержащий члены, которые пропорциональны (∆K)3, (∆K)2∆E, (∆E)2∆K, (∆E)3 и т. д., т. е. величины четвер-

того и более высоких порядков малости.  

 

В силу высокого порядка малости этими вели-

чинами можно пренебречь. Нас интересует состо-

яние равновесия, поэтому  
 

I(K + ∆K, E0 + ∆E) = I(K, E0). 
 

При ∆K → 0, ∆E → 0 прирост основного капи-

тала можно сосчитать по формуле 
 

0

0

( , )

.
( , )

I K E

EK E
I K E

K



   




    (4) 

 

Если 0( , )
0,

I K E

K





 то приблизительно опреде-

лим новое состояние равновесия на основании 

данной формулы. Согласно формуле (4), такое 

состояние будет единственным, т. е. в точке E0 

у основных фондов не будет бифуркации. Однако, 

если 0( , )
0,

I K E

K





 то возникает необходимость 

учета следующих слагаемых. 

В случае 
2

0

2

( , )
0

I K E

K





 вместо (4) используем 

следующую формулу: 

 

0

2

0

2

( , )

2 .
( , )

I K E

EK E c E
I K E

K



       


  
 

В случае положительного значения c, при 

E > E0 появляются два решения и возникает 

надкритическая бифуркация, а при E < E0 реше-

ний нет совсем.  

Рассмотрим три страны Евросоюза в период 

2007—2015 гг. (статистические данные по стра-

нам были взяты с сайта [12]). Анализ проводился 

на базе вычислений, предложенных в работе [11]. 

Данные нормировались, так как нас интересуют 

не конкретные значения прироста капитала, 

а моменты бифуркации (рисунок). 

 

 
 

Характер поведения прироста капитала по разложению Тейлора 
Behavior of capital growth by Taylor decomposition 
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В Австрии бифуркация могла наблюдаться 

в 2009—2010 и 2013 гг. Положительные значения 

для Бельгии, а значит и возможность бифуркации, 

возникли в 2007—2009 и 2013 гг. Основные фон-

ды Франции могли подвергнуться бифуркации 

в 2009 и 2013 гг. Следует отметить, что возмож-

ность бифуркаций основных фондов возникали 

в кризисные моменты экономики. 

Если 
2

0

2

( , )
0,

I K E

K





 нужно учитывать следу-

ющие члены:  

 
2

0( , )
,

I K E
K E

K E


 

   
2

20

2

( , )
( )

I K E
E

E





 и т. д. 

 

В случае 
2

0( , )
0

I K E
K E

K E


  

 
 имеем 

 

0

2

0

( , )

.
( , )

I K E

EK
I K E

K E



  


 

 

 

Получили единственное решение, не зависящее 

от изменения экономического числа.  

Если 
2

0( , )
0,

I K E
K E

K E


  

 
 то в этом случае мы 

должны учитывать уже члены третьего порядка 

малости. 

Внимательно изучая уравнение (1), мы замеча-

ем, что появление или исчезновение стационар-

ных решений приводит к возникновению или ис-

чезновению бифуркаций. Если мы рассмотрим 

систему обыкновенных дифференциальных урав-

нений, которые описывают рост основного капи-

тала и трудовых ресурсов с учетом инвестиций в 

производственную и непроизводственную сферу, 

то мы можем установить взаимосвязь между эти-

ми параметрами. Такое исследование поможет 

нам понять, когда и как происходят бифуркации, 

предсказывая изменения в стационарных реше-

ниях в зависимости от инвестиций в производ-

ство и непроизводственную сферу. Понимание 

этих связей может быть важным для принятия 

стратегических решений, связанных с развитием 

экономической системы и оптимизацией исполь-

зования ресурсов.  

Если  

 

1

2

( , , )

( , , ),

dK
I K L E

dt

dL
I K L E

dt





 
  

то возникает бифуркация Хопфа [13]. В результате 

бифуркации возникают периодические режимы — 

устойчивый фокус или предельный цикл. В ра-

боте [14] показано, что при ∆Е > 0 фокус теряет 

устойчивость и появляется предельный цикл, ра-

диус которого меняется как ∆Е 
1
/2.  

 

Заключение 

Теория бифуркаций эффективно анализирует 

нелинейные системы и предсказывает их поведе-

ние в зависимости от изменения параметров [15]. 

Рассмотренная классическая задача прироста ос-

новного капитала и людских ресурсов является 

примером такой системы, и на ее примере были 

показаны возможные сценарии поведения эко-

номики в зависимости от значений экономиче-

ского числа. Бифуркации, связанные с появле-

нием или исчезновением стационарных решений,  

и возникающие периодические режимы имеют 

важное значение для понимания экономических 

процессов и принятия решений в сфере инве-

стиций. 

Бифуркационный анализ выявляет критические 

точки перехода экономической системы от одно-

го состояния к другому. Он помогает определить 

различные конфигурации и возможные траекто-

рии развития системы, отражая качественные 

изменения в экономике. Математический аппарат 

теории бифуркаций обнаруживает возможные 

точки нестабильности и перемены в экономиче-

ской системе. Анализ нестабильности позволяет 

прогнозировать и оценивать риски, связанные 

с возможными изменениями в системе, и пре-

доставляет инструменты для разработки страте-

гий управления и предотвращения возможных 

кризисов.  

Теория бифуркаций помогает исследователям 

и экономистам понять, какие факторы вызывают 

изменение в экономической системе и какие эф-

фекты они имеют. Аппарат теории бифуркаций 

анализирует взаимодействие различных перемен-

ных и факторов, что помогает выявить корреля-

ции и причинно-следственные связи. Анализ би-

фуркаций может быть использован для определе-

ния оптимальных решений и стратегий по повы-

шению стабильности и эффективности экономи-

ческой системы. Изучение возможных изменений 

и их воздействия позволяют принимать более 

осознанные экономические решения. Математи-

ческий аппарат бифуркационного анализа играет 

важную роль в понимании и прогнозировании 

динамики экономических систем, что позволяет 

принимать более обоснованные решения и эф-

фективно управлять экономикой. 
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